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MACCHINA ELEMENTARE CON UN SOLO AVVOLGIMENTO

Si consideri una macchina elementare con un solo avvolgimento
concentrato sullo statore e sul rotore:

» statore cilindrico
e rotore a poli salienti
 un avvolgimento sullo statore

2poli = pp=1 = 06,=0,=2> o =0,




Macchina elementare con un solo avvolgimento
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lungo 1’asse avvolgimento di statore, mentre la direzione del rotore ¢
individuata da un asse d in moto rispetto allo di statore.

d_> asse magnetico

di rotore
6,
aYaYa\ . asse dell’avvolgimento
is_> e di statore
VS
. direzione f.m.m.
l VoY £ se i ¢ entrante dal morsetto
<« contrassegnato col punto
N.B.: convenzione: ; T v



Macchina elementare con un solo avvolgimento

Vogliamo trovare 1’espressione della coppia istantanea al traferro C(t) e

della coppia media al traferro C_,;, tramite un bilancio energetico,

utilizzando:
5, Ay
* EQUAZIONE ELETTRICA v, = Rl +
dt
» EQUAZIONE MECCANICA C.—C,=] d;‘)m
t




Macchina elementare con un solo avvolgimento

EQUAZIONE ELETTRICA

V. = R + dy s
dt

v, = L i; = totale flusso concatenato con 1’avvolgimento di statore

dove:

= autoinduttanza dell’avvolgimento di statore, funzione di 0,

- dbi's

S
Hd_/ \
v
F.E.M. di tipo F.E.M. di tipo
trasformatorico rotazionale



Macchina elementare con un solo avvolgimento

EQUAZIONE ELETTRICA IN ALCUNI CASI PARTICOLARI

Statore e rotore cilindrici:

. dL
L. = costante ‘ @ 1 d@s =0

r

Statore cilindrico e rotore a poli salienti :

— A ¢ 1l caso che
L. =L, ,+L,cos28, !
> stiamo
dL,

‘ w I =-2w 1L, sin26, esaminando
do

r




Macchina elementare con un solo avvolgimento

EQUAZIONE MECCANICA
c —c =149
dt

dove:

Ce = Ce(t) = coppia istantanea al traferro (coppia elettromagnetica),

positiva se agisce in senso concorde con la velocita o,

C, = coppia resistente, positiva se agisce in senso opposto alla velocita o,




Macchina elementare con un solo avvolgimento

CAMPO MAGNETICO
P, .
P, nmmp ) P,
) — MACCHINA [
ELETTRICA
v 4
P
P P=P +P +P,

P, = potenza elettrica positiva se entrante
P, = potenza perduta positiva se uscente

P = potenza meccanica positiva se uscente

P .= potenza magnetica positiva se uscente verso 1l campo magnetico

N.B.: Sono tutte potenze istantanee



Macchina elementare con un solo avvolgimento

BILANCIO ENERGETICO
Pe = dWe = VSIS
dt

: : : di ., dL
‘ vi = Ri> + iL — + ii—7
dt dt
\ ) \ ) — _/
Y Y
P, =potenza P, = potenza P.+ P, = potenza
elettrica perduta accumulata nel campo
nell’avvolgimento magnetico + potenza

meccanica



Macchina elementare con un solo avvolgimento

BILANCIO ENERGETICO

¢ nota [D’espressione dell’energia magnetica accumulata nel campo
magnetico sostenuto dalla corrente 1 che circola nel circuito di induttanza L, :

1

W C — A L Sig
2
» la corrispondente potenza istantanea vale:
dW d (1 : . di1 1.,dL
P, = = = — lej = L1, — —|——1§ >
dt dt\ 2 dt 2 dt
» s1 scrive il bilancio delle potenze nel seguente modo:
. : . di 1.,dL 1.,dL
‘ Vil | = Rslg + L1 — +—1§ > 4+ —13 .
dt 2 dt 2 dt
H_/ G J
Y
P, =potenza P, = potenza P, = potenza accumulata P, = potenza
elettrica perduta nel campo magnetico meccanica

nell’avvolgimento



Macchina elementare con un solo avvolgimento

COPPIA ISTANTANEA AL TRAFERRO

1.,dL 1. dL
‘ P =—i b= —ilw, — P, = potenza meccanica
2 dt 2 do,
P
Coppia istantanea al traferro: C.(t)y=—" = QPm
(Dm (Dr

Sostituendo a P, I’espressione trovata per la potenza meccanica:

p 1., dL 1., dL
C (t))=— —1"m e —1 5
‘ A P T RL ST

T T r

dove: pp = paia poli nel nostro caso: pp=1

O, = Pp Wy W, = Oy
10



Macchina elementare con un solo avvolgimento

COPPIA ISTANTANEA AL TRAFERRO

1., dL
C (t) = —i?
(1) PP 15 5

T

S

Osserviamo che, nel caso di statore e rotore cilindrici:

L. = costante ‘ C.(t)=0

Invece, nel caso di statore a poli salienti e rotore cilindrico:

e 1l caso che
Ls — le + Lsz COS 2‘9r > stiamo

BE) C.(0)=pp it (-2Lsin20,)

esaminando

L.a coppia istantanea Cg(t) ¢ diversa da zero se almeno una delle due

strutture € anisotropa € se 1’avvolgimento si trova sulla struttura

cilindrica.

11



Macchina elementare con un solo avvolgimento

COPPIA MEDIA AL TRAFERRO

La coppia istantanea C (t) ¢ legata alla potenza istantanea.

La coppia media C

media

Cmedia = jow Ce (t)dt

La coppia media C ¢ legata alla potenza attiva P

media

della potenza istantanea:

r

C

media attiva

attiva’

¢ definita come il valore medio della coppia istantanea:

e cioe al valore medio

12



Macchina elementare con un solo avvolgimento

COPPIAMEDIAAL TRAFERRO

A seconda dell’andamento della coppia istantanea C (t), la coppia media C

media

puo essere uguale o diversa da zero:

A Ce (t)

VALORE MEDIO NULLO
(potenza attiva nulla) _
> C media 0

\/ \/ 't
A C, (1)
______________________________________________________________________________ ‘ Cmedia e O

VALORE MEDIO
NON NULLO

>t

13



Macchina elementare con un solo avvolgimento

COPPIAMEDIAAL TRAFERRO

Nel caso di statore cilindrico e rotore a poli salienti, I’espressione della coppia

istantanea C (t) e:
1. :
C.(t)=pp 515 (-2L, sin 26,)

Esiste una coppia media C diversa da zero a seconda dei valori che

media

assume la corrente 1(t).

Se i(t) = costante = I :

C.(t) = pp %Iz (-2L,sin26,)

‘ Cmedia — jow Ce(t)dt = O

14



Macchina elementare con un solo avvolgimento

COPPIAMEDIAAL TRAFERRO

Se 1. (t)=1,, cosmt

s1 verifica che puo esistere esiste una coppia media C diversa da zero se e

media

solo se la corrente ha pulsazione ® = m, € se 0 # 0.

L’angolo tra 1’asse avvolgimento di statore all’istante t e 1’asse
magnetico di rotore d ¢ dato da:

O rappresenta la posizione iniziale dell’asse avvolgimento di statore
rispetto all’asse magnetico di rotore d.

15



Macchina elementare con un solo avvolgimento

COPPIAMEDIAAL TRAFERRO

1.(t) =1, cosmt

: 1
‘ iZ(t) =1I;, cos’ ot = Elid (1+cos2ot)

Supponiamo che pp=1 e quindi® =, :

‘ C.(t)=pp %13 (—2LS2 sin 26r): —i’L_, sin 20,

C.(t)=- %Iiﬁ (1+cos2ot)L, sin 2£mt - 6)}

Y

0

r

C.(t)=-— %IfMLS2 [sin 2(0t-38)+sin2(wt—38)cos 2(0t]

16



Macchina elementare con un solo avvolgimento

COPPIAMEDIAAL TRAFERRO

Ricordando che:

sin A cos B = %sin (A +B)+%sin(A _B)

‘ C.(t)=- %I@L52 [sin 2(0t—38)+ %sin (40t —28)+ %sin (—28)}
J J

. \ /  \\

Y Y Y

Q) @ €)

I termini @ ¢ @ sono a valore medio nullo e pulsanti a frequenza doppia e
quadrupla di quella di alimentazione.

[1 termine @ dipende solo da d (se ® = ®,).

1 1 . 1 :
‘ C . .ii :_EI§4L52 [Esm (—28)} = ZI§4LS2 sin 28

17



Macchina elementare con un solo avvolgimento

COPPIAMEDIAAL TRAFERRO

1 .
Cmedia :Zli/ILQ S1n 28
e
C_ 4.0 per 0= Oikz
C_ .4, €massimaper O = L
4 2
OSSERVAZIONI:

 La macchina non puo avviarsi da sola (non ¢ autoavviante).

 Esiste una coppia media diversa da zero solo se la macchina funziona alla
velocita o, = ®, = ® (pp=1) e se esiste uno sfasamento O tra 1’asse magnetico

di statore d e I’asse avvolgimento di rotore per t = 0.

18



Macchina elementare con un solo avvolgimento

COPPIAMEDIAAL TRAFERRO

Poiche i (t) =1,, cosmt
la corrente di statore € massima per t = 0, e quindi per 0, = -0, € cosi anche la
distribuzione di f.m.m. d1 rotore.

Quindi, per t # 0 e per corrente 1(t) non massima, la macchina deve essere
portata in rotazione (trascinata da un motore esterno).

E anche possibile in alternativa sfasare la corrente nel tempo di un angolo & ¢
fare in modo che per t= 0 gli ass1 di rotore e statore coincidano:

/‘

i,(t)=1I, cos(ot+3d)

S

\Orz(x)rt = pert=0 = 06,=0

In questo modo, per t = 0 la distribuzione di f. m.m. ha il valore massimo, ma

non cosi la corrente 14(t).

19



Macchina elementare con un solo avvolgimento

COPPIAMEDIAAL TRAFERRO

i,(t) =1, cos(ot+3)

‘ i;(t)=1I; cos’ (0t+38)= %Ifw | 1+cos(20t+23)]

‘ C.(t) =~ %IﬁLsz [sin 20t+sin2otcos (2ot + 28)}

- J
1 o

Esm (4(Dt + 28)+ %sin (—28)

CONCLUSIONE

In linea teorica ¢ possibile ottenere una coppia elettromagnetica a valor medio diverso da
zero anche in presenza di un solo avvolgimento, purché si verifichino le condizioni
descritte, tuttavia tale coppia ¢ oscillante con valori di oscillazione dello stesso ordine del
valore medio della coppia, pertanto la velocita della macchina sarebbe sottoposta a

oscillazioni e vibrazioni di entita tale da renderne impossibile I’impiego pratico 2



MACCHINA ELEMENTARE a due avvolgimenti

Una delle strutture ¢ in generale anisotropa (rotore)




Due equazioni elettriche e I’equazione meccanica

]=[RI+ (L) 0 0]
da)m —

J="m_C —C,
dt

Scrittura in forma matriciale (indice s e r per statore e rotore):

I Y T i< i
= S+ —| |+ w,— _
v, 0 R [[i | |L, L [dt]i "dg | L, L ||

199 ¢ ¢
dt




Scrittura per esteso:

di, . dii . dL, . dL,
V_RI+ Sr r's r'r
° dt dt do, do,
di, , di, .d. . dL,

Cat e T g dea




Il bilancio energetico (s1 moltiplica a sinistra per le correnti):




Espressione dell’energia magnetica per un
avvolgimenti:
AT
| dw 1 dfi
W=y =S 14D
2 dt 2 dt

S1 ricorda che se L é simmetrica:

UL =y e

dt

¢ quindi:

i (el L iy 2l

—+ e
déo.

[i]




Per differenza si ottiene infine 1’espressione della potenza
meccanica:

P, =30 li]

T2

L’espressione della coppia risulta allora:

dL, dL,
dg. dé. ||i
Ce:i:lwr [Is Ir] r | {S}:
. 2o, dL,, dL ||,
o dg,  do, |

1 ., dL. ., dL .. dL
=— | : L+ 211 —=



Nel caso in esame si ricordano gli andamenti delle induttanze:

L, =L, +L,,cos26,
L, =cost

L, =M cos¥6,

Sostituendo 1 rispettivi valori la coppia risulta:

C.=—( pp)[L82 sen26. -i.> + M sen g, -isir]
/ M

Coppia di anisotropia Coppia cilindrica



L’andamento della coppia ¢ legato a quello delle correnti

Caso 1

I,(t)=cost=1_ I (t)=cost=1,

C. :—(pp)[Lsz sen26 -1°+Msend, - Islr]



L’andamento della coppia ¢ legato a quello delle correnti

Caso 11
I.(t) =l cosat; I (t)=cost=1,
0 =wt—0
C. - (pzp) Ll {sen(Za)t 258)+ %sen(2(a)r +a))t—25)+%sen(2(a)r —a))t—25)}+
(pzp) LI {sen((a)r +a))t—5)+%sen((a)Ir —a))t—é)}

Sr s'r

Solo per ®= o, risulta una coppia media non nulla:

C (pp)l L sen2§+(pp)L .1 seno

em S —s2 Sr s'r
4 2



Caso 111
L (t)=1I,cosmt; I (t)=1 cosm,t

Per la coppia di anisotropia vale quanto visto nel caso precedente. Per la coppia
cilindrica:

C.i () =—(pp)L, I 1, sen(m, —5)-cosat-cosw,t =

Sr s r

_ (I32p)|_ 1, sen(w, —5)-| cos(w, + @, )t+cos(w -, )t | =

Sr s'r

Solo per ®,+ ®, = ®, risulta una coppia media non nulla:






Macchina elementare a 4 avvolgimenti




Macchina elementare a 4 avvolgimenti

Lo
L

LAa
LBa

IA IB _© o
O o) o)

LA LB La Lb
[q0] (34 ©
S A A
0 n @© m
< < <
5 F P F
S|
©
Q)
I_I



Macchina elementare a 4 avvolgimenti

Per la macchina in esame le induttanze in funzione di 6, risultano:

L, =L +L, cos26.
L, =L —L, cos26,
L,z =Ly =L,sen26, L,=L_,=0

L,, =L, =M,cosd. L, =L,=—M,senb,
L., =Lg=M,send. Ly, = Lz =M, cosb,




Espressione della Coppia elettromagnetica

LA LAB LAa LAb iA
1 LBA LB LBa LBb iB
Ce=5(pp)[iA g | iy ]

Che puo essere scritta sinteticamente:

C, =%(pp)[iAB | iy ]

dove s1 sono usate le notazioni:



Espressione della Coppia elettromagnetica

Sostituendo 1 valori delle induttanze si ottiene:

Ce:%(pp)[iA iB | ia ib]

2L, cos26.

—M, sen 6,

| —M, cos 6,

[ —2L,sen26. 2L, co0s26,

2L, sen 26,

M, cos &

r

—M, sen 6,

~M,sen. —-M, cosé, |

M, cos 6,

—M, sen 6.




Espressione della Coppia elettromagnetica

Scrivendo 1’espressione della coppia in funzione delle sottomatrici:

Co =2 fia ] [Gua [ ]+ i) [Guve ][]+ [ | [Grc [

Sostituendo infine 1 valori delle induttanze:

@p)[L2 sen 26, (iB2 _ iA2)+2L2 cos@
< +Mii, (i cos 8, —i,sen 8, ) — M, (iAcosﬁrJrip@

Coppia cilindrica

Coppia di anisotropia




Equazioni della macchina in un sistema di riferimento
solidale con il rotore
S1 utilizza 1l concetto di trasformazione.

Per lo statore la trasformazione avviene utilizzando la matrice C,

Per 1l rotore non ¢ necessaria alcuna trasformazione; per generalita si
trasformeranno le grandezze con una matrice identita I.

_| cos(6,) sen(6,) |10
[Co]= -sen(0,) cos(6,) [I]_{o 1}

Nel nuovo sistema di riferimento di possono utilizzare gli indici D, Q, d, q
rispettivamente:

lerl] L



Equazioni della macchina nel sistema originario

In forma matriciale:

_VAB_ _RAB 0 _iAB_ q _WAB_
— + —
: _ dt
_Vab | N O : Rab 1L Iab ] _Wab _
_WAB 1| L s 5 L pgas ] _iAB )

Wab I—abAB : Lab I ab



Equazioni della macchina nel sistema originario

. d : :
Vae|=[Ree]lie ]+ -1vie ] [Wie]=[Loe Jline ]+ [ Lagan [T
. d . .
[Vap | = [Rab]['ab]Jra[‘//ab] [Wan ] = Lanas ) [ias ]+ Lo Lo |
Moltiplicando a sinistra per C, e ricordando che C, 'C,=I

[Co][Vas ]=[Co][Rue I[Co] [Co][iAa]+[Co]%[l/fAB]

Ve ] = [ Reo [+ Ve



Equazioni della macchina nel sistema originario

Per trasformare le derivate dei flussi si deve osservare che:

[ ] [l//AB] [o] [ ][WDQ]

I"

—[C ][C ]T d[WAB] [ ]dg-;or] [WDQ]:

="Ef;f“+{? o




Equazioni della macchina nel sistema trasformato




Equazioni della macchina nel sistema trasformato

S1 ottiene infine:

o = Bodliog] * ol 22 + 1) Lt

"o d[.:m gl * d[d"é%] [‘dq]] o _? _01 ([Lodlline] * [Eoculli])

) = Ralla] * ooz o) 2l [ Laoal, 1 Lo ][“f*]}



Equazioni della macchina nel sistema trasformato

Sostituendo alle sottomatrici 1 rispettivi valori:

wl B 07| o 0]ali] i © £H+
Vo) |0 R, fio] |0 L,|dilic} |0 M,|dt[,
0 -1} Ly O_I'D M, 0-id

+ Q) . i+ :

11 0110 Ly)lel [0 M|,

vd:Rz 0 id+L'¢f 0 di‘,+M1 0 d iy,
Vo |0 RyJl) [0 L [dr|l] |0 M,|dito




Equazioni della macchina nel sistema trasformato

di,, di, . -
v, =R, +L W+MIW — _LQ.!Q+M21‘?_

di, i L
o =R +LQT;‘+MQW+{D Lﬂrﬂ+Mlld_

di, di,
V,=RJi+L _~+M __—
“dt dt
_ di
v, =R, +Lq?:' +M27ﬁ




Equazioni della macchina nel sistema trasformato

In forma matriciale:

-1 [, 0 0 0O
Vp
vl [0 R 00
Ve110 0 R, O
.
Yl lo 0 0 R,

':"‘1 1

o B o

ME < ﬁt‘ i
o N o X
X o

oM o

d
dt

+

0 L, 0
L, 0 M
0 0 0
0 0 0




~ Espressione della coppia nel sistema originario
Si considera una matrice di trasformazione complessiva C, comprendente sia la

trasformazione di statore (sottomatrice in alto a sinistra), sia quella di rotore
(sottomatrice in basso a destra), quest’ultima coincide con la matrice identita I
perche il sistema di riferimento scelto ¢ proprio quello di rotore:

r - [cosd  sin® 0 0]
Cﬂ

-sin@_ cos8. 0 O
0 0 1 0}
] L 0 0 0 1]

-

L
Mo




Espressione della coppia nel sistema originario

T

q

_ o) Yian
.- ey Ly

b

2 A de.

= _@*[ﬁdﬂﬁ]?{(}‘] [C 14LMH&][ E]T[Cz][’:dﬂablj

\

LT

- ey Lol

%

Bk fq




Espressione della coppia nel sistema trasformato




Espressione della coppia nel sistema trasformato

; T Cz T . . T .
N 3 A ) O W O

in cui:

o

Dodg a9




Espressione della coppia nel sistema trasformato

Nel caso in esame risulta;

"U -1 0 U_ L, 0 M 0 0 “LQ 0 "M:-
t 00||0 L, O MQZLD 0 M, 0
P lo 0o oollM, 0 L, O||lo 0 0 O

0 0 00jlo M, 0 L|[0 0 0O O

S1 ricava infine la coppia:

C.=@p) [((LD—LQ):‘ plo tM iy, — Myl rir]



